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การวิเคราะห์การดัดของพื้นหนาที่ผลิตจากวัสดุ FGMs บนฐานรากยืดหยุ่น
ด้วยวิธีบาวดารีเอลิเมนต์

Bending Analysis of Functionally Graded Thick Plates on Elastic 
Foundations by Boundary Element Method

บทความวิจัย (Research Article)

บทคัดย่อ
ความเป็นมาและวัตถุประสงค์ :  ปัจจุบัน วัสดุ FGMs (Functionally Graded Materials) ได้รับความสนใจ

เป็นอย่างมากในวงการวิศวกรรม โดยมีการประยุกต์ใช้อย่างหลากหลายในโครงสร้างแผ่นพื้นเนื่องจากสมบัติ 

ที่เปลี่ยนแปลงอย่างต่อเนื่องตามความหนา ทำาให้สามารถปรบัแต่งสมบัติทางกลและความต้านทานให้เหมาะ

สมกับการใช้งานได้ การวิเคราะห์พฤติกรรมการดัดของแผ่นพื้นหนา FGMs บนฐานรากยืดหยุ่นเป็นปัญหาที่

ซบัซอ้น เนือ่งจากตอ้งพจิารณาปฏสิมัพนัธร์ะหวา่งแผน่พืน้และฐานราก รวมถงึผลของการเปลีย่นแปลงสมบตัิ

วสัดตุามความหนา แมว้า่วธิไีฟไนตเ์อลเิมนตแ์ละวธีิเชงิวเิคราะห์อืน่ ๆ  จะไดร้บัการพฒันาเพือ่วเิคราะหก์ารดดั

ของแผ่นพื้นหนา FGMs บนฐานรากยืดหยุ่น แต่วิธีดังกล่าวยังคงมีข้อจำากัดในการจัดการกับเงื่อนไขขอบเขต

และรูปร่างที่ซับซ้อนของโครงสร้าง ดังนั้น งานวิจัยนี้จึงได้พัฒนาวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ (Boundary Element 

Method; BEM) ขึ้นเพื่อเป็นทางเลือกในการวิเคราะแผ่นพื้นหนาแบบ FGMs บนฐานรากยืดหยุ่น 

วธีิดำาเนนิการวจิยั : สมการควบคมุและเงือ่นไขขอบเขตของปญัหานีไ้ดม้าจากการใช้หลกัการงานเสมอืน โดย

ใช้ทฤษฎีของแผ่นพื้นที่คำานึงถึงการเปลี่ยนรูปเนื่องจากแรงเฉือนอันดับที่ 1 ในขณะที่สมบัติของวัสดุ FGMs 

จำาลองโดยใช้การกระจายแบบ Power law วิธีการที่นำาเสนอนี้ได้รับการพัฒนาโดยใช้แนวคิดของวิธีสมการ

แอนะล็อก (Analog Equation Method; AEM) โดยที่สมการเชิงอนุพันธ์ของปัญหาเดิมจะถูกแทนที่ด้วย

สมการปัวซอง 3 สมการภายใต้แหล่งกำาเนิดสมมติที่มีเงื่อนไขขอบเขตเช่นเดียวกับปัญหาเดิม จากนั้นแหล่ง
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กำาเนิดสมมติจะถูกสร้างขึ้นโดยใช้เทคนิคที่มีพื้นฐานจากวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ และประมาณค่าโดยใช้ Radial 

basis functions ความน่าเชื่อถือของวิธีการประเมินโดยการเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่คำานวณได้กับผลลัพธ์จาก

การวิเคราะห์โดยวิธีอื่น ๆ 

ผลการวิจัย : ผลการคำานวณท่ีได้จากวิธีท่ีนำาเสนอมีความถูกต้องแม่นยำาสูงเมื่อเปรียบเทียบกับผลของงาน

วิจัยอื่นที่เกี่ยวข้อง โดยแสดงให้เห็นถึงการลู่เข้าของคำาตอบเมื่อใช้จำานวนโหนดภายในโดเมนมากขึ้น อีกท้ัง

ยังแสดงการวิเคราะห์แผ่นพื้นหนา FGMs ที่วางบนฐานรากยืดหยุ่นที่มีความซับซ้อน เช่น มีเงื่อนไขขอบเขต

แบบยืดหยุ่นและยดืหยุ่นแบบยดึรัง้หรือแผน่พืน้ทีม่ีรปูรา่งแบบต่าง ๆ  ได้อย่างมปีระสทิธภิาพ ซึง่ยงัไมพ่บการ

วิเคราะห์ปัญหาที่มีความซ้บซ้อนดังกล่าวในงานวิจัยอื่นที่ผ่านมา

สรุป : งานวิจัยนี้พัฒนาวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ร่วมกับสมการแอนะล็อกเพื่อวิเคราะห์การดัดของแผ่นพื้นหนาที่

ทำาจากวัสด ุFGMs บนฐานรากยดืหยุน่ทีม่คีวามซบัซอ้นทัง้เงือ่นไขขอบเขตและรูปร่าง ผลลพัธท์ีไ่ดช้ีใ้หเ้หน็ถงึ

ความถูกต้องและประสทิธภิาพของวธิีการที่นำาเสนอ โดยสามารถจำาลองปฏิสัมพันธ์และผลกระทบของสมบัติ

วัสดุและพารามิเตอร์ต่าง ๆ ต่อการตอบสนองการดัดของแผ่นพื้นได้อย่างแม่นยำา

การนำาไปใช้ประโยชน์ในเชิงปฏิบัติ : การศึกษานี้เสนอวิธีการที่มีประสิทธิภาพสำาหรับวิเคราะห์การดัดของ

แผ่นพื้นหนาจากวัสดุ FGMs ท่ีวางบนฐานรากยืดหยุ่น โดยสามารถวิเคราะห์แผ่นพื้นท่ีมีความซับซ้อนใน

แง่มุมของทั้งรูปร่างแผ่นพื้นและเงื่อนไขขอบเขต ซึ่งพบได้ในการประยุกต์ใช้งานในสถานการณ์จริง ดังนั้น 

จึงทำาให้สามารถออกแบบโครงสร้างดังกล่าวได้อย่างปลอดภัยและมีประสิทธิภาพ

คำาสำาคัญ :  ฐานรากยืดหยุ่น, แผ่นพื้นหนา FGMs, วิธีบาวดารีเอลิเมนต์, วิธีสมการแอนะล็อก

Abstract 
Background and Objectives: Functionally Graded Materials (FGMs) are garnering significant 

attention in engineering due to their versatile applications in structural components, especially 

in plate structures. Their properties, which vary continuously with thickness, enable the tailoring 

of mechanical properties and resistance to meet specific operational needs. Analyzing the 

bending behavior of thick FGM plates on elastic foundations is nevertheless a complicated 

task, requiring consideration of the interactions between the plates and the foundations as 

well as the implications of variation in material properties with thickness. Although Finite 

Element Method (FEM) and other analytical approaches have been extensively developed 

to analyze the bending of thick FGM plates on elastic foundations, such methods continue 
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to encounter limitations in managing complex boundary conditions and structural shapes. 

Consequently, in this research, the Boundary Element Method (BEM) was developed as an 

alternative for analyzing thick FGM plates on elastic foundations. 

Methodology: The governing equations and boundary conditions were derived using the 

principle of virtual work, based on the first-order shear deformation plate theory. The properties 

of FGMs were modeled using a power law distribution model. The presented method was 

developed using the concept of the Analog Equation Method, where the differential equations 

of the original problem were substituted with three Poisson’s equations under fictitious forces, 

maintaining the original boundary conditions. These fictitious forces were generated using 

techniques based on the Boundary Element Method and approximated using radial basis 

functions. The reliability of the proposed method was assessed by comparing the results of 

the present research with outcomes from other established approaches.

Main Results: The numerical results obtained from the proposed method are highly accurate 

and precise when compared to those of other relevant research, demonstrating convergence 

of the solution as the number of boundary elements and internal nodes increases. 

Furthermore, it effectively analyzed thick FGMs plates on elastic foundations under complex 

conditions, such as an elastic support and elastic restraint, or plates with various shapes. 

Such complex problem has not been investigated in previous research studies.

Conclusions: The present research developed the Boundary Element Method (BEM) in 

conjunction with the Principle of Analog Equation to analyze the bending of complex thick 

plates made from Functionally Graded Materials (FGMs) resting on elastic foundations, 

considering both the boundary conditions and the plate shapes. The results demonstrate 

the accuracy and efficiency of the proposed methods, capable of accurately simulating 

the interactions and effects of material properties and various parameters on the bending 

response of the plates.

Practical Application: This study proposes an effective method for analyzing the bending 

of thick plates made from Functionally Graded Materials (FGMs) on elastic foundations, 

capable of analyzing plates with complex shapes and boundary conditions that are common 

in real-world applications. This allows for the safe and efficient design of such structures.
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Introduction
    โครงสร้างแผ่นหนาวางอยู่บนฐานรากยืดหยุ่นเป็นองค์ประกอบสำาคัญในงานวิศวกรรมโยธาและ

วิศวกรรมโครงสร้าง โดยพบการประยุกต์ใช้งานได้อย่างหลากหลาย เช่น พื้นอาคารที่วางบนดิน ถนน และ

ฐานรากเครื่องจักร เป็นต้น ในทศวรรษที่ผ่านมา วัสดุ FGMs (Functionally Graded Materials; FGMs) 

เป็นวัสดุคอมโพสิตขั้นสูงที่ได้รับความสนใจอย่างมากในการนำามาใช้ในโครงสร้างที่พบในอุตสาหกรรมต่าง ๆ 

เช่น ชิ้นส่วนเครื่องยนต์ไอพ่นและเปลือกกันความร้อนยานอวกาศ ลูกสูบเครื่องยนต์ ใบกังหันลม เกราะ

กันกระสุน ท่อส่งน้ำามัน พ้ืนสะพานและฐานรากเคร่ืองจักรโรงงาน เป็นต้น เน่ืองจากสมบัติท่ีเปลี่ยนแปลง

อย่างต่อเนื่องตามความหนา ทำาให้สามารถปรับแต่งสมบัติทางกลและความต้านทานให้เหมาะสมกับการใช้

งานได้ โดยประยุกต์ใช้จุดเด่นของวัสดุแต่ละชนิดที่นำามาประกอบกันเป็นวัสดุคอมโพสิตที่มีประสิทธิภาพ

      การวิเคราะห์พฤตกิรรมการดดัของแผน่พืน้หนา FGMs บนฐานรากยดืหยุน่เปน็ปญัหาทีซ่บัซอ้น เนือ่งจาก

ตอ้งพิจารณาปฏิสมัพนัธร์ะหวา่งแผน่พืน้และฐานราก รวมถงึผลของการเปลีย่นแปลงสมบติัวสัดตุามความหนา 

วธิเีชงิวเิคราะห ์(Analytical Method) และวธิเีชงิตวัเลข (Numerical Method) ไดถ้กูพัฒนาขึน้เพ่ือแก้ปัญหา

นี้ โดยงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์แผ่นพื้นหนาแบบต่าง ๆ  วางบนฐานรากยืดหยุ่นมีดังนี้ Kobayashi 

และ Sonoda [1] ได้ใช้วิธีเชิงวิเคราะห์ในการวิเคราะห์แผ่นหนาตามทฤษฎีของ Mindlin ซึ่งมีการพิจารณา

ผลกระทบการเปลีย่นรปูจากแรงเฉอืนและคิดผลกระทบเนือ่งจากฐานรากยดืหยุน่ โดยในการศกึษานีจ้ำากัดไป

ทีก่ารวเิคราะห์แผ่นพืน้ทีมี่รูปร่างสีเ่หลีย่มและใชว้สัดุแบบไอโซทรอปกิ Kutlu และ Omurtag [2] ใชว้ธีิไฟไนต์

เอลเิมนตศ์กึษาการโก่งตวัของแผน่พืน้หนารปูวงรวีางบนฐานรากยดืหยุน่แบบ Pasternak โดยฐานรากมสีมบติั

แบบออร์โธทรอปิก ในขณะที่วัสดุของแผ่นพื้นเป็นแบบไอโซทรอปิก Chinnaboon และคณะ [3] เสนอการ

ประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์วิเคราะห์ปัญหาแผ่นพื้นหนาปานกลางตามสมมติฐานของ Mindlin ที่ใช้วัสดุ

แบบไอโซทรอปกิ โดยสามารถวเิคราะห์แผน่พื้นทีม่รีูปรา่งและเงือ่นไขขอบเขตไดห้ลากหลาย ผลทีไ่ด้แสดงให้

เหน็ถงึประสทิธภิาพในการใช้วิธบีาวดารเีอลิเมนตซ์ึง่ใหผ้ลเฉลยทีม่คีวามแมน่ยำา ตอ่มา Panyatong และคณะ 

[4] ประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์ (BEM) วิเคราะห์ปัญหาการดัดของแผ่นพื้นหนาที่ทำาจากวัสดุ FGMs โดย

สามารถวิเคราะห์แผ่นพื้นที่มีรูปร่างและเงื่อนไขขอบเขตที่มีความซับซ้อนได้ Ameur และคณะ [5] ศึกษาการ

ดดัของแผ่นพ้ืนหนาทีค่ำานงึการเสยีรปูเนือ่งจากแรงเฉอืนแบบตรโีกณมติ ิโดยใช้วธิเีชงิวเิคราะหศ์กึษาแผน่พืน้ที่

ทำาจากวสัด ุFGMs ทีว่างบนฐานรากยดืหยุน่โดยจำากดัไปทีแ่ผน่พืน้สีเ่หลีย่มผืนผา้ทีมี่ทีร่องรับแบบธรรมดา Thai 

และ Choi [6] ไดป้รบัปรงุทฤษฎขีองแผน่พืน้หนาทีค่ำานงึการเสียรปูโดยกำาหนดให้ความเครยีดเฉือนตลอดความ
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หนามกีารแปรผนัแบบกำาลังสอง งานวจิยันีใ้ชว้ธิเีชงิวเิคราะหโ์ดยจำากดัไปทีแ่ผน่พืน้สีเ่หลีย่มผนืผา้ทีม่วีสัดแุบบ

FGMs ที่วางบนฐานรากยืดหยุ่นแบบ Pasternak โดยศึกษาทั้งสถิตศาสตร์และพลศาสตร์ Benyoucef และ

คณะ [7] ได้เสนอการวิเคราะห์แผ่นพื้นหนาที่คำานึงการเสียรูปโดยกำาหนดให้ความเค้นเฉือนตลอดความหนา

มีการแปรผันแบบพาราโบลา งานวิจัยนี้ใช้วิธีเชิงวิเคราะห์โดยจำากัดไปที่แผ่นพื้นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีวัสดุแบบ

FGMs ที่วางบนฐานรากยืดหยุ่นแบบ Pasternak เช่นกัน Nebab และคณะ [8] ศึกษาการดัดของแผ่นพื้น

หนาโดยคำานงึการเสยีรปูเนือ่งจากแรงเฉอืนแบบคลืน่ไซนท์ีท่ำาจากวสัดุ FGMs และวางบนฐานรากยดืหยุน่ทีมี่

สมบตัเิปลีย่นแปลงไดต้ลอดแผน่ งานวจิยันีใ้ชว้ธิเีชงิวเิคราะห์โดยจำากดัไปทีแ่ผน่พ้ืนสีเ่หลีย่มผนืผา้ทีม่ทีีร่องรบั

แบบธรรมดา Lei และ Zheng [9] เสนอวิธีเชิงวิเคราะห์สำาหรับการดัดตามแกนสมมาตรของแผ่นพื้นบางรูป

วงกลมโดยที่มีวัสดุแบบ FGMs Akavci [10] ได้วิเคราะห์การดัด การสั่นอิสระและการโก่งเดาะของแผ่นพื้น

หนาทำาจากวสัดุ FGMs โดยศกึษาแผน่พืน้ประกบแบบแซนด์วิชและวางบนฐานรากยดืหยุน่ งานวจัิยนีเ้สนอวธิี

เชิงวิเคราะห์โดยจำากัดไปที่แผ่นพื้นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีที่รองรับแบบธรรมดา Zaoui และคณะ [11] ศึกษาการ

ดดัของแผน่พืน้หนาโดยคำานงึการเสยีรปูเนือ่งจากแรงเฉอืนอนัดบัสงูทีท่ำาจากวสัด ุFGMs และวางบนฐานราก

ยืดหยุ่น งานวิจัยนี้ใช้วิธีเชิงวิเคราะห์โดยจำากัดไปที่แผ่นพื้นส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมีท่ีรองรับแบบธรรมดาเช่นกัน

    จากงานวิจัยที่ได้กล่าวมา การวิเคราะห์พฤติกรรมการดัดของแผ่นพื้นหนาที่ทำาจากวัสดุ FGMs บน

ฐานรากยดืหยุน่ไดร้บัความสนใจมากขึน้ เนือ่งจากวสัด ุFGMs สามารถปรบัเปลีย่นสมบตัทิางกลอยา่งตอ่เนือ่ง

ตามความหนา ทำาให้แผน่พื้นเหลา่นี้มคีวามเหมาะสมสำาหรับการใช้งานทีต่้องการความแข็งแรง ความยดืหยุน่

และความทนทานท่ีแตกต่างกันในแต่ละส่วนของแผ่นพื้น อย่างไรก็ตาม แม้ว่าวิธีเชิงวิเคราะห์จะให้คำา

ตอบที่แม่นตรงแต่ก็สามารถหาคำาตอบได้เฉพาะแผ่นพื้นที่มีรูปร่างและเงื่อนไขขอบเขตอย่างง่ายเท่านั้น

ส่วนวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นั้นสามารถหาคำาตอบของแผ่นพื้นที่มีรูปร่างและเงื่อนไขที่ซับซ้อนได้แต่วิธีนี้จะไม่มี

ประสิทธิภาพเมื่อวิเคราะห์แผ่นพื้นท่ีมีรูหรือมีมุม ซึ่งต้องการการแบ่งเอลิเมนต์จำานวนมากในบริเวณดัง

กล่าวและจะใช้เวลาในการคำานวณเพิ่มมากขึ้น อีกทั้งประสิทธิภาพจะลดลงเมื่อต้องการหาค่าที่เกี่ยวข้องกับ

ค่าอนุพันธ์ของตัวแปร เช่น ความเค้น ความเครียด โมเมนต์และแรงเฉือน เป็นต้น ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงมี

วัตถุประสงค์ในการพัฒนาวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ เพื่อวิเคราะห์แผ่นพื้นที่มีความซับซ้อนทั้งรูปร่างและเงื่อนไข

ขอบเขตอย่างมีประสิทธิภาพ ซึ่งวิธีนี้จะลดมิติของปัญหาลงหนึ่งมิติทำาให้ง่ายต่อการสร้างเอลิเมนต์และทำา

เฉพาะที่ขอบเขตเท่านั้น จึงทำาให้การเตรียมข้อมูลสำาหรับการคำานวณทำาได้ง่ายขึ้น อีกทั้งยังสามารถคำานวณ

ค่าอนุพันธ์ของตัวแปรได้แม่นยำากว่าวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์อีกด้วย [12] วิธีการที่นำาเสนอนี้ได้ประยุกต์ใช้วิธี

บาวดารีเอลิเมนต์ร่วมกับวิธีสมการแอนะล็อก (Analog Equation Method; AEM) [13] ซึ่งสมการอนุพันธ์

ของปัญหาเดิมจะถูกแทนที่ด้วยสมการปัวซอง (Poisson’s equation) ภายใต้เงื่อนไขขอบเขตของปัญหา

เดิม จากน้ันคำาตอบของสมการที่ถูกนำามาแทนจะอยู่ในรูปของสมการอินทิกรัลซึ่งจะใช้คำาตอบพื้นฐานของ
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สมการลาปลาซ ทำาให้การคำานวณฟังก์ชันในสมการอินทิกรัลทำาได้สะดวกจึงทำาให้สามารถวิเคราะห์ปัญหา

แผ่นพื้นหนาที่มีรูปร่างซับซ้อนและเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ เช่น แบบยืดหยุ่น (Elastic Support) และ

ยืดหยุ่นแบบยึดรั้ง (Elastic Restraint) ได้อย่างมีประสิทธิภาพ ผลเฉลยที่ได้จากการคำานวณได้นำาไปเปรียบ

เทียบกับวิธีเชิงวิเคราะห์เพ่ือแสดงให้เห็นถึงความถูกต้องแม่นยำาของวิธีการท่ีนำาเสนอนี้ จากนั้นงานวิจัยนี้

นำาเสนอการวิเคราะห์แผ่นพื้นหนาทำาจากวัสดุ FGMs ที่วางบนฐานรากยืดหยุ่น โดยมีเงื่อนไขขอบเขตแบบ

ต่าง ๆ ที่มีความซับซ้อนรวมทั้งแผ่นพื้นที่มีรูปร่างทั่วไปเพื่อแสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพของวิธีท่ีนำาเสนอ

Methods
สมบัติของวัสดุ Functionally graded materials 

    Functionally graded materials (FGMs) เป็นวัสดุที่นิยมใช้ในงานด้านวิศวกรรมเช่น โครงสร้าง

ตัวเครื่องบิน แผงโซลาร์เซลล์ ประตูกันไฟ เป็นต้น เนื่องจากเป็นวัสดุท่ีทนความร้อนได้สูงและมีความแข็ง

แรง วัสดุ FGMs นั้นเป็นวัสดุที่มีโครงสร้างไม่เป็นเน้ือเดียวกัน (Inhomogeneous material) โดยมีการ

แปรผันอย่างต่อเนื่องจากพื้นผิวหนึ่งไปยังอีกพื้นผิวหน่ึงตลอดทิศทางที่กำาหนด Figure 1 แสดงตัวอย่าง

วัสดุ FGMs ที่ทำาจากอะลูมิเนียมออกไซด์ (Al
2
O

3
) และอีพ็อกซี่ (Epoxy) ซ่ึงมีการแปรผันของสมบัติ

วัสดุตลอดความหนา สำาหรับงานวิจัยนี้จะกำาหนดให้ค่าโมดูลัสยืดหยุ่น (Modulus of Elasticity) มีการ

แปรผันตลอดความหนาพื้นและเป็นไปตามแบบจำาลอง Power Law ซึ่งแสดงความสัมพันธ์ดังสมการที่ (1)  

Figure 1 Material distribution of FGMs (Al
2
O

3
/Epoxy) across the thickness [14]
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      โดยที่   Ec   คือโมดูลัสยืดหยุ่นของเซรามิก (ผิวบน), Em  คือโมดูลัสยืดหยุ่นของโลหะ (ผิวล่าง),

                   p    คือค่า Power Index และ h คือความหนาของแผ่นพื้นหนา

(1)
2( ) ( )

2

p

m c m
h zE z E E E

h
− = + −  

 

Figure 2 Variation of the modulus of elasticity through the plate thickness

     จากการวิจัยของ Wattanasakulpong และคณะ [14] แสดงให้เห็นว่าแบบจำาลอง Power Law นั้น

มีความสอดคล้องกับผลการตรวจวัดตัวอย่างวัสดุ FGMs ที่สร้างขึ้นด้วยวิธี A multistep sequential 

infiltration technique ด้วยการปรับค่า Power Index ให้เหมาะสม Figure 2 แสดงตัวอย่างลักษณะ

การแปรผันของโมดูลัสยืดหยุ่นตลอดความหนาของแผ่นพื้น โดยกำาหนดให้ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของเซรามิก

และโลหะเท่ากับ Ec = 380 GPa และ Em = 70 GPa ตามลำาดับ ส่วนค่า Power Index อยู่ในช่วง 0-7 

สำาหรับความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดของแผ่นพื้นสามารถแสดงได้ดังสมการที่ (2)
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     เมื่อ v  คือ อัตราส่วนปัวซอง (Poisson’s ratio) ซึ่งในงานวิจัยนี้จะกำาหนดให้เป็นค่าคงที่ไม่แปรผัน

ตามความหนาเนื่องจากผลกระทบของอัตราส่วนปัวซองต่อพฤติกรรมเชิงกลของแผ่นพื้นมีค่าน้อยมาก [15] 

ทฤษฎีการดัดของแผ่นพื้นตามสมมติฐานของ Mindlin วางบนฐานรากยืดหยุ่น

      ในงานวจิยันีจ้ะสมมตใิห้แผน่พื้นมคีวามหนาปานกลางและมีพฤติกรรมเปน็ไปตามทฤษฎขีอง Mindlin 

หรือที่เรียกว่า “ทฤษฎีการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนอันดับที่หนึ่ง” (First-order shear deformation) ซึ่ง

ทำาให้คำาตอบสำาหรับแผ่นพื้นหนาปานกลางมีความแม่นยำา โดยที่แผ่นพื้นหนาปานกลางจะมีอัตราส่วนความ

หนาตอ่ความยาวดา้นสัน้ทีส่ดุของแผน่พืน้ (h/a) อยูใ่นชว่ง 0.10-0.20 จากทฤษฎขีอง Mindlin การเคลือ่นที่

ของตำาแหน่งใด ๆ บนแผ่นพื้นจะสามารถเขียนได้ดังสมการที่ (3)-(5)

2

1 0 0 0
1 0 0 0

( ) 0 0 (1 ) 0 0
1

0 0 0 (1 ) 0
0 0 0 0 (1 )

xx xx

yy yy

xyxy

xzxz

yzyz

E z

σ εν
σ εν

εσ ν
ν

εσ ν
ενσ

    
    
        = −   −     −    

 −       

(2)

( , , ) ( , ),xu x y z z x yφ=

( , , ) ( , ),yv x y z z x yφ=

( , ) ( , ),w x y w x y=

     เมื่อ u , v  และ w  คือการเคลื่อนที่ของตำาแหน่งใด ๆ บนแผ่นพื้นในทิศทางแกน x  , y  และ z   

ตามลำาดับ ในขณะที่ xφ  และ yφ  คือการหมุนรอบแกน y และแกน x  ตามลำาดับ ส่วน w  คือการโก่งตัว

ในทิศทางแกน z  ของระนาบกลางของแผ่นพื้น (Middle surface) จากสมการที่ (3)-(5) จะได้ความสัมพันธ์

ของความเครียดแสดงดังสมการที่ (6)

(3)

(4)

(5)

,

,

, ,( )
1 ( , )
2
1 ( , )
2

x x

xx
y y

yy
x y y x

xy

x x
xz

yz
y y

z
z

z

w

w

φ
ε φ
ε φ φ
ε

φε
ε

φ

 
  
  
 +    =   

+   
   
     +  

(6)
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     โดยที่เครื่องหมายจุลภาค (,) แทนค่าอนุพันธ์ของตัวแปร

จากนั้นแทนสมการท่ี (6) ลงในสมการที่ (2) และทำาการอินทิเกรตตลอดความหนาจะได้ความสัมพันธ์ของ

โมเมนต์ดัด (
/2

/2

h

xx xx
h

M z dzσ
−

= ∫  , 
/2

/2

h

yy yy
h

M z dzσ
−

= ∫ ) โมเมนต์บิด (
/2

/2

h

xy xy
h

M z dzσ
−

= ∫ ) และแรงเฉือน

( 
/2

/2

h

xz s xz
h

Q K dzσ
−

= ∫ , 
/2

/2

h

yz s yz
h

Q K dzσ
−

= ∫ ) กับตัวแปร ,x yφ φ  และ w  ดังสมการที่ (7)-(11)

( ), , ,xx x x y yM D φ νφ= +

( ), , ,yy y y x xM D φ νφ= +

( ), ,(1 ) ,
2xy x y y x
DM ν φ φ= − +

( ), ,xz s x xQ K G wφ= +

( ), ,yz s y yQ K G wφ= +

     เมื่อ D   คือค่าความแข็งเกร็งการดัด (Bending stiffness) มีค่าเท่ากับ 
( )

/2
2

2
/2

1 ( )
1

h

h

D z E z dz
ν −

=
− ∫

        G  คือค่าความแข็งเกร็งเฉือน (Shear stiffness) มีค่าเท่ากับ 
/2

/2

1 ( )
2(1 )

h

h

G E z dz
ν −

=
+ ∫

        

     sK  คือค่าปรับแก้แรงเฉือนซึ่งงานวิจัยนี้จะกำาหนดให้มีค่าเป็น 5/6

     สำาหรับสมการควบคุมของแผ่นพื้นที่ทำาจากวัสดุ FGMs สามารถสร้างได้ด้วยหลักการของงานเสมือน 

ซึง่ขอ้ดขีองวิธีน้ีคือสามารถประยกุตใ์ชก้บัปญัหาท้ังแบบเชงิเสน้และแบบไมเ่ชงิเสน้ไดอ้ยา่งสะดวก โดยสามารถ

แสดงได้ดังสมการที่ (12) 

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

0p eU V Vδ δ δ+ + = (12)

    เมื่อ Uδ  คือพลังงานความเครียดเสมือนของแผ่นพื้น, pVδ  คืองานเสมือนเนื่องจากแรงภายนอก 

และ eVδ   คือพลังงานความเครียดเสมือนของฐานรากยืดหยุ่น แสดงดังสมการที่ (13)-(15)   
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     เมื่อ k  คือ โมดูลัสยืดหยุ่นของฐานราก (Elastic foundation modulus)

     ต่อมาแทนสมการที่ (13)-(15) ลงในสมการที่ (12) จากนั้นใช้ความสัมพันธ์ของความเค้นจากสมการที่ 

(2) และความเครียดจากสมการที่ (6) จากนั้นทำาการอินทิเกรตตลอดความหนาของแผ่นพื้นและใช้ทฤษฎีของ

เกาส์-กรีน (Gauss-Green theorem) จะทำาให้ได้สมการควบคุมของแผ่นพื้นที่วางบนฐานรากยืดหยุ่นแสดง

ดังสมการที่ (16)-(18)

     โดยมีเงื่อนไขขอบเขตแสดงดังสมการที่ (19)-(21)

/2

/2

2
2 2

h
xx xx yy yy xy xy

xz xz yz yzh

U dzd
σ δε σ δε σ δε
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∫ ∫
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(13)

(14)

(15)

, ,: 0zx x yz yw Q Q q k wδ + + − =

, ,: 0x xx x xy y xzM M Qδφ − − + =

, ,: 0y yy y xy x yzM M Qδφ − − + =

(16)

(17)

(18)
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ต่อมาแทนสมการท่ี (13)-(15) ลงในสมการที่ (12) จากนั้นใช้ความสัมพันธ์ของความเค้นจาก250 
สมการที่ (2) และความเครียดจากสมการที่ (6) จากนั้นทำการอินทิเกรตตลอดความหนาของแผ่นพ้ืน251 
และใช้ทฤษฎีของเกาส์-กรีน (Gauss-Green theorem) จะทำให้ได้สมการควบคุมของแผ่นพ้ืนที่วางบน252 
ฐานรากยืดหยุ่นแสดงดังสมการที่ (16)-(18) 253 

 254 
 , ,: 0zx x yz yw Q Q q k w + + − =  (16) 255 

 , ,: 0x xx x xy y xzM M Q − − + =  (17) 256 

 , ,: 0y yy y xy x yzM M Q − − + =  (18) 257 

 258 
โดยมีเงื่อนไขขอบเขตแสดงดังสมการที่ (19)-(21) 259 
 260 
 0w =  หรือ 0xz x yz yQ n Q n+ =  (19) 261 

 x  หรือ 0xx x xy yM n M n+ =  (20) 262 

 y  หรือ 0yy y xy xM n Q n+ =  (21) 263 

เมื่อ xn  และ yn  เป็นส่วนประกอบของเวกเตอร์หนึ่งหน่วย n  แสดงดัง Figure 3 264 

 265 

 266 
Figure 3 FG plate geometry and notations 267 

(19)

(20)

(21)

     เมื่อ xn  และ yn  เป็นส่วนประกอบของเวกเตอร์หนึ่งหน่วย n  แสดงดัง Figure 3



Boontos et al. (2025). “Bending Analysis of...,”                                      Science and Engineering Connect 48 (1), pp. 22-52

32

     จากนั้นเมื่อแทนสมการที่ (7)-(11) ลงในสมการที่ (16)-(18) จะได้สมการควบคุมของแผ่นพื้นวางบน

ฐานรากยืดหยุ่นที่อยู่ในรูปของตัวแปร ,x yφ φ  และ w  แสดงดังสมการที่ (22)-(24) 

Figure 3 FG plate geometry and notations

h
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(22)

(23)

(24)

2
, ,( ) ( , )s x x y yK G w kw q x yφ φ− ∇ + + + =

( )2
, ,(1 )( ) (1 ) ( , ) 0

2 y x xy y yy s y y
D K G wν φ ν φ φ φ − ∇ + + + − + = 

( )2
, ,(1 )( ) (1 ) ( , ) 0

2 x x xx y xy s x x
D K G wν φ ν φ φ φ − ∇ + + + − + = 
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     สมการเงื่อนไขขอบเขต (19)-(21) สามารถเขียนความสัมพันธ์ใหม่ได้ดังสมการที่ (25)-(27)

1 2 3nw Qα α α+ =

1 2 3n nMβ φ β β+ =

1 2 3t ntMγ φ γ γ+ =

(25)

(26)

(27)

    โดยฐานรองรับในแต่ละชนิดสามารถหาได้จากสมการท่ี (25)-(27) ด้วยการกำาหนดตัวแปร ,i iα β  

และ iγ  ดังต่อไปนี้

     1. ฐานรองรับแบบยึดแน่น (Clamped support)

(28)
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1, 0, 0
1, 0, 0
1, 0, 0

α α α
β β β
γ γ γ

= = =
= = =
= = =

     2. ฐานรองรับธรรมดาแบบอ่อน (Soft type simple support)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1, 0, 0
0, 1, 0
0, 1, 0

α α α
β β β
γ γ γ

= = =
= = =
= = =

(29)

     3. ฐานรองรับธรรมดาแบบแข็ง (Hard type simple support)

     4. ขอบอิสระ (Free support)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1, 0, 0
0, 1, 0
1, 0, 0

α α α
β β β
γ γ γ

= = =
= = =
= = =

     5. ฐานรองรับแบบยืดหยุ่น (Elastic support)

     6. ฐานรองรับยืดหยุ่นแบบยึดรั้ง (Elastic restraint)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0, 1, 0
0, 1, 0
0, 1, 0

α α α
β β β
γ γ γ

= = =
= = =
= = =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ), 1, 0
0, 1, 0
0, 1, 0

sk zα α α
β β β
γ γ γ

= = =
= = =
= = =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1, 0, 0
( ), 1, 0
1, 0, 0

rk z
α α α

β β β
γ γ γ

= = =
= = =
= = =

(30)

(31)

(33)

(32)
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      เมือ่ * 1 ln
2

u r
π

=   คอืคำาตอบพืน้ฐานของสมการลาปลาซและ ,*
, 2

n
n

r
u

rπ
=

 
  คอือนุพนัธข์องคำาตอบพืน้ฐาน

ของสมการลาปลาซตามเวกเตอร์ตั้งฉากหนึ่งหน่วย n  สำาหรับค่า ε  คือสัมประสิทธิ์ที่ขึ้นอยู่กับตำาแหน่งของ

จุด p  สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (40)

     เมื่อ sk  และ rk   คือค่าความแข็งเกร็งต่อการเคลื่อนที่ (Translational stiffness) และค่าความแข็ง

เกร็งต่อการหมุน (Rotational stiffness) ของฐานรองรับที่ขอบ ตามลำาดับ

การประยุกต์ใช้สมการแอนะล็อก

   สมการควบคุมของแผ่นพ้ืน FGMs วางบนฐานรากยืดหยุ่นดังสมการที่ (22)-(24) พบว่าเป็น

สมการอนุพันธ์อันดับสอง ดังนั้นจากหลักการของ AEM สมการที่นำามาแทนที่ต้องเป็นสมการ

อนุพันธ์อันดับสองเช่นกันและควรอยู่ในรูปอย่างง่ายที่มีคำาตอบของสมการพื้นฐาน (Fundamental 

solution) ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงใช้สมการปัวซองมาเป็นสมการแทนที่แสดงดังสมการที่ (34)-(36)

(34)2 (1) ( , )w b x y∇ =

2 (2) ( , )x b x yφ∇ =

2 (3) ( , )y b x yφ∇ =

     โดยที่ ( ) , ( 1, 2,3)lb l =   คือแหล่งกำาเนิดสมมติและเป็นค่าที่ไม่ทราบในตอนนี้ คำาตอบของสมการที่ 

(34)-(36) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการอินทิกรัลได้ดังนี้

* * * (1)
, ,( ) ( )n nw p u w u w ds u b dε

Γ Ω

= − − + Ω∫ ∫
* * * (2)

, ,( ) ( )x x n n xp u u ds u b dεφ φ φ
Γ Ω

= − − + Ω∫ ∫
* * * (3)

, ,( ) ( )y y n n yp u u ds u b dεφ φ φ
Γ Ω

= − − + Ω∫ ∫

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

    จะเห็นว่าในสมการที่ (37)-(39) มีเทอมโดเมนอินทิกรัล * ( )lu b d
Ω

Ω∫
  

ดังนั้นเพื่อคงเอกลักษณ์ของวิธี

บาวดารีเอลิเมนต์ไว้ เทอมโดเมนอินทิกรัลดังกล่าวจะถูกแปลงให้เป็นบาวดารีอินทิกรัลด้วยการใช้เทคนิค 
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Figure 4 Discretization of the FG plate

Domain meshless โดยเริ่มต้นทำาการประมาณค่าแหล่งกำาเนิดสมมติด้วย Radial Basis Function (RBFs) 

แสดงดังสมการที่ (41)

( ) ( )

1

, 1, 2,3
M

l l
j j

j

b a f l
=

= =∑ (41)

     เมื่อ jf  คือ Radial Basis Function และ ( )l
ja  คือสัมประสิทธิ์ที่ไม่ทราบค่า สำาหรับงานวิจัยนี้จะใช้

ฟงักช์นั Thin Plate Splines (TPSs) เปน็ฟังกช์นั jf  ซ่ึงแสดงไดเ้ปน็ 2 lnjf r r=  โดยที ่ ij i jr r p p= = −  

คือระยะระหว่างโหนดภายในกับจุดกำาเนิดแสดงดัง Figure 4 จากนั้นแทนแหล่งกำาเนิดสมมติจากสมการที่ 

(41) ลงในเทอมโดเมนอนิทกิรลั * ( )lu b d
Ω

Ω∫  และใชท้ฤษฎีบทเอกลกัษณท์ีส่องของกรนีสท์ำาใหส้ามารถแปลง

เป็นบาวดารีอินทิกรัลได้เป็น   ( ) * *
, ,

1
( ) ( )

M
l

j j n jj n
j

a u P u u u u dsε
= Γ

 
+ − 

 
∑ ∫

 
โดยที่  ju  เป็นคำาตอบเฉพาะของ 

2
j iu f∇ =  ดงันัน้สมการที ่(37)-(39) สามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูของบาวดารอีนิทกิรลัไดด้งัสมการที ่(42)-(44)

  * * (1) * *
,, , ,

1
( ) ( ) ( ) ( )

M

j j n jn n j n
j

w p u w u w ds a u P u u u u dsε ε
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

  * * (2) * *
,, , ,

1
( ) ( ) ( ) ( )

M

j j n jx x n n x j n
j

p u u ds a u P u u u u dsεφ φ φ ε
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

  * * (3) * *
,, , ,

1
( ) ( ) ( ) ( )

M

j j n jy y n n y j n
j

p u u ds a u P u u u u dsεφ φ φ ε
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

(42)

(43)

(44)
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    นอกจากน้ี ยังสามารถสร้างสมการบาวดารีอินทิกรัลได้เพิ่มเติมด้วยการอนุพันธ์สมการที่ (43) และ

(44) ตามเวกเตอร์สัมผัสหนึ่งหน่วย  แสดงดัง Figure 3 สำาหรับจุด p  ที่วางบนขอบที่ต่อเนื่อง ( 1/ 2)ε =   

สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (45) และ (46)

    }

* *
, , , ,

(2) * *
, ,, ,

1

1 ( ) ( [ ( )])
2

1 ( ) ( [ ( )])
2

x x n n x x

M

j j n j jj n
j

p u u p ds

a u p u u u u u p ds

τ τ τ

τ τ τ

φ φ φ φ
Γ

= Γ

= − − −

+ + − −


∫

∑ ∫
(45)

    }

* *
, , , ,

(3) * *
, ,, ,

1

1 ( ) ( [ ( )])
2

1 ( ) ( [ ( )])
2

x y n n y y

M

j j n j jj n
j

p u u p ds

a u p u u u u u p ds

τ τ τ

τ τ τ

φ φ φ φ
Γ

= Γ

= − − −

+ + − −


∫

∑ ∫

  * * (1) * *
, ,, , , , , ,

1
( ) ( ) ( ) ( )

M

j vg j n jvg vg n nvg j vg nvg
j

w P u w u w ds a u P u u u u ds
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

     สำาหรับค่าอนุพันธ์ของคำาตอบที่อยู่ภายใน ( 1)ε =  สามารถหาได้จากการอนุพันธ์สมการที่ (42)-(44) 

เช่นกันและแสดงได้ดังสมการที่ (47)-(49)

(46)

  * * (2) * *
,, , , ,

1
( ) ( ) ( ) ( )

M

j j n jx vg x n n x j n
j

P u u ds a u P u u u u dsφ φ φ ε
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

     เมื่อ , 0, ,v g x y=  และ P∈Ω

    เมื่อพิจารณาสมการควบคุม (22)-(24) และเงื่อนไขขอบเขต (25)-(27) ของปัญหาพบว่ามีตัวแปร

ไม่ทราบค่าทีข่อบเขตทัง้หมด 8 ตวัแปร ไดแ้ก่ , , ,, , , , , ,n x x n x t y y nw w φ φ φ φ φ  และ ,y tφ  ในขณะเดยีวกนัมสีมการ

อยู่ทัง้หมด 8 สมการ ไดแ้ก่ สมการบาวดารอีนิทกิรลั (42)-(46) จำานวน 5 สมการและเงือ่นไขขอบเขต (25)-(27) 

จำานวน 3 สมการ ดังนั้นจึงทำาให้สามารถเขียนตัวแปรที่ไม่ทราบค่าท่ีขอบเขตทั้ง 8 ตัวแปรให้ติดอยู่ในรูป

สัมประสิทธิ์  ( )l
ja  ได้ จากนั้นแทนสมการที่ (47)-(49) ลงในสมการควบคุมของปัญหา (22)-(24) และแก้

ระบบสมการจนได้ค่าสัมประสิทธิ์  ja  ซึ่งทำาให้สามารถหาคำาตอบของตัวแปรต่าง ๆ ทั้งภายในโดเมนและ

ขอบเขตของปัญหาได้ต่อไป

ระเบียบเชิงตัวเลข

      การศึกษาครั้งนี้จะใช้เอลิเมนต์แบบคงที่ (Constant element) เนื่องจากสะดวกในการหาคำาตอบเมื่อ

  * * (3) * *
,, , , ,

1
( ) ( ) ( ) ( )

M

j j n jy vg y n n y j n
j

P u u ds a u P u u u u dsφ φ φ ε
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

(47)

(48)

(49)



Boontos et al. (2025). “Bending Analysis of...,”                                      Science and Engineering Connect 48 (1), pp. 22-52

37

เกิดสภาวะเอกฐาน (Singular integral) ซึ่งสามารถหาคา่โดยใชว้ิธเีชงิวิเคราะห์ได้โดยตรง ไมจ่ำาเป็นต้องใช้วธิี

เชิงตัวเลขในการหาค่าอินทิกรัลเอกฐาน ในที่นี้จะกำาหนดให้ N  คือจำานวนโหนดของเอลิเมนต์ขอบเขตและ 

M  คือจำานวนโหนดภายในโดเมนแสดงดัง Figure 3 เริ่มต้นทำาการสร้างระบบสมการด้วยการกำาหนดให้จุด

p  วางทีโ่หนดเอลเิมนตข์อบเขต จากนัน้ใชส้มการบาวดารอีนิทกิรลั (42)-(46) และเงือ่นไขขอบเขต (25)-(27) 

จะทำาให้ได้ระบบสมการแสดงดังสมการที่ (50)

[ ]{ } { } [ ]{ }jA x B C a= + (50)

    เมื่อ [ ]A  คือเมทริกซ์ของค่าปริพันธ์เคอเนลล์บนเอลิเมนต์ที่ขอบเขตและค่าสัมประสิทธิ์จากเงื่อนไข

ขอบเขตมีขนาดเท่ากับ 8 8N N×  และ { }x  คือเวกเตอร์ของตัวแปรที่ขอบเขตมีขนาดเท่ากับ 8 1N ×  ใน

ขณะที่{ }B  คือเวกเตอร์ของเทอมด้านขวาของสมการเงื่อนไขขอบเขตมีขนาดเท่ากับ 8 1N ×  ส่วน [ ]C  คือ

เมทริกซ์ของผลรวมสัมประสิทธิ์หน้าพจน์ ja  มีขนาด 8 3N M×  และ { }ja  คือเวกเตอร์สัมประสิทธิ์ ( )l
ja  

มีขนาด 3 1M ×   จากสมการที่ (50) เราสามารถเขียนเวกเตอร์ { }x  ให้อยู่ในรูปของเวกเตอร์ { }ja  จากนั้น

กำาหนดให้จุด P  อยู่ท่ีโหนดภายในโดเมนและใช้สมการท่ี (47)-(49) ทำาให้ได้ความสัมพันธ์ดังต่อไปน้ี 

(1) (1) (1)
1{ , } [ , ]{ } [ , ]{ }vg vg vg jw D x C a= +

(2) (2) (2)
2{ , } [ , ]{ } [ , ]{ }x vg vg vg jD x C aφ = +

(3) (3) (3)
3{ , } [ , ]{ } [ , ]{ }y vg vg vg jD x C aφ = +

(51)

(52)

(53)

      เมื่อ { , },{ , },{ , }vg x vg y vgw φ φ  คือเวกเตอร์การโก่งตัวในทิศทาง z และการหมุนรวมทั้งอนุพันธ์ที่

เก่ียวขอ้งภายในโดเมนมีขนาด 1M ×  และ (1) (2) (3)[ , ],[ , ],[ , ]vg vg vgD D D  คอืเมทรกิซท่ี์ทราบคา่จากการอนิทเิกรต

ฟงักช์นัเคอรเ์นลบนบาวดารเีอลเิมนต ์มขีนาดเมทรกิซ์  2M N×  ในขณะที ่ 1 2 3{ },{ },{ }x x x คอืเวกเตอร์ขนาด

2 1N ×  ของตัวแปรที่บริเวณขอบเขตที่ประกอบไปด้วย [ ] ,, , ,
TT

n x x nw w φ φ    และ ,,
T

y y nφ φ    ตามลำาดับ

ส่วน (1) (2),[ , ] [ , ]vg vgC C  และ (3)[ , ]vgC  คือเมทริกซ์ที่ทราบค่าของสัมประสิทธิ์หลังพจน์ ( )l
ja  มีขนาดเมทริกซ์

M M×  ต่อมาแทนเวกเตอร์ 1 2 3{ },{ },{ }x x x  จากเวกเตอร์ { }x ที่ได้จากสมการที่ (50) ลงในสมการที่

(51)-(53) ซึ่งจะทำาให้เวกเตอร์ { , },{ , },{ , }vg x vg y vgw φ φ  ติดอยู่ในรูปของเวกเตอร์ { }ja  จากนั้นแทนลงใน

สมการควบคุม (22)-(24) และทำาการแก้ระบบสมการจนได้เวกเตอร์ { }ja  ซึ่งจะทำาให้สามารถหาเวกเตอร์  

จากสมการที่ (51)-(53) สำาหรับค่าโมเมนต์ดัด โมเมนต์บิดและแรงเฉือนสามารถหาได้จากการแทน 
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จากเวกเตอร์  { , },{ , },{ , }vg x vg y vgw φ φ  ที่ได้ก่อนหน้านี้ลงในสมการที่ (7)-(11) 

Numerical Results and Discussion
       การศกึษาจะแบง่ออกเปน็ 5 สว่นคอื 1) การวเิคราะห์การลู่เขา้ของคำาตอบจากจำานวนโหนดภายในโดเมน

2) การตรวจสอบความถูกต้องของผลการวิเคราะห์โดยเปรียบเทียบกับงานวิจัยอื่น 3) การศึกษาพฤติกรรม

ของแผ่นพื้นวางบนฐานรากยืดหยุ่นโดยมีเงื่อนไขฐานรองรับแบบต่าง ๆ 4) การศึกษาโมดูลัสของแผ่นพื้นทำา

จากวสัด ุFGMs โดยใชส้มการรูปแบบอืน่ 5) การประยกุตใ์ชว้ธิบีาวดารเีอลเิมนตกั์บแผน่พืน้ทีม่รีปูรา่งซบัซอ้น 

1) การวิเคราะห์การลู่เข้าของคำาตอบจากจำานวนโหนดภายในโดเมน

     พิจารณาพื้นคอนกรีตรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด a x a = 400x400 ซม. ที่มีความหนาเท่ากับ h = 60 

ซม. มีฐานรองรับธรรมดาแบบแข็งและถูกแรงกระทำาแบบสม่ำาเสมอเท่ากับ q = 500 กก/ตร.ม. กำาหนดให้

คอนกรตีมีคา่โมดลัูสยดืหยุน่เทา่กบั Ec = 2.40x105 กก./ตร.ซม. โดยใหพ้ืน้คอนกรีตวางบนฐานรากยดืหยุน่ที่

มีค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของฐานรากแบบไร้มิติ K=(ka4 / D) ¼ เท่ากับ 1 และ 3 สำาหรับในหัวข้อนี้ได้กำาหนดให้

ค่า Power index มีเป็นศูนย์ และให้จำานวนเอลิเมนต์ขอบเขตเท่ากับ N=200 โดยจะใช้จำานวนโหนดภายใน

โดเมนมคีา่ระหวา่ง M = 169-441 เพือ่ศกึษาผลของจำานวนโหนดภายในโดเมนตอ่การลูเ่ขา้ของคำาตอบ ซึง่ผล

การวิเคราะห์ที่ได้จะนำามาเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะห์ด้วยวิธี Levy type single series จากงานวิจัยที่ 

[1] จาก Table 1 และ Table 2 พบว่าค่าความคลาดเคลื่อนของค่าการโก่งตัว ( 4/w Dw qa=  ) อยู่ในช่วง

 0.219-1.055% ส่วนความคลาดเคลื่อนโมเมนต์ดัด ( 2/xx xxM M qa=  ) อยู่ในช่วง 0.180-0.920% และ

เมื่อนำาข้อมูลจาก Table 1 และ Table 2 ไปพล๊อตกราฟจะได้ความสัมพันธ์ดังรูปที่ 5 จะเห็นว่าเมื่อจำานวน

โหนดภายในโดเมนมีค่าเพิ่มขึ้นจะทำาให้ค่าความคลาดเคลื่อนมีค่าลดลงซึ่งแสดงให้เห็นถึงการลู่เข้าของคำา

ตอบอย่างรวดเร็ว

Table 1 Comparison of non-dimensional deflections and bending moments at the center 
of a thick plate on elastic foundation ( K=1 ) 

*Note: From [1], non-dimensional deflections and bending moments are 4.522 03w E= −  

and 4.773 02xxM E= −  , respectively.
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2) การตรวจสอบความถูกต้องของผลการวิเคราะห์
    โดยการศึกษาครั้งนี้จะแบ่งออกเป็น 2 กรณีได้แก่ 1. กรณีแผ่นพื้นหนาไม่ได้วางบนฐานรากยืดหยุ่น

และ 2. แผ่นพื้นหนาที่วางบนฐานรากยืดหยุ่น

1. แผ่นพื้นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส

Table 2 Comparison of non-dimensional deflections and bending moments at the center 

of a thick plate on elastic foundation ( K=3 ) 

*Note: From [1], non-dimensional deflections and bending moments are 3.648 03w E= −

and 3.784 02xxM E= −  , respectively.

Figure 5 Convergence of the solution
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     พิจารณาแผ่นพื้น FGMs ที่มีขนาด a x a = 1x1 ม. ซึ่งมีอัตราส่วน h / a = 0.15 โดยมีเงื่อนไข

ฐานรองรับธรรมดาแบบแข็งและถูกแรงกระทำาแบบกระจายสม่ำาเสมอเท่ากับ q = 5.0x103 นิวตัน/ตร.ม. 

กำาหนดให้ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของโลหะและเซรามิกมีค่าเท่ากับ Em = 7.0x1010 นิวตัน/ตร.ม. และ Ec = 

3.80x1011 นิวตัน/ตร.ม. ตามลำาดับ ในการวิเคราะห์นี้จะไม่คำานึงถึงฐานรากยืดหยุ่น (K=0) และจะใช้

จำานวนเอลิเมนต์ขอบเขต N = 400 และจำานวนโหนดภายในโดเมน M = 441 ผลการวิเคราะห์ที่ได้จะนำา

ไปเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะห์ที่ได้จากวิธี Navier’s approach ซึ่งเป็นวิธีเชิงวิเคราะห์จากงานวิจัยที่

[4] Table 3 แสดงค่าการโก่งตัวที่ตำาแหน่งกึ่งกลางของแผ่นพื้นจะเห็นว่าคำาตอบที่ได้จากงานวิจัยนี้มีความ

สอดคล้องเป็นอย่างดีกับผลการวิเคราะห์ท่ีได้จากวิธีเชิงวิเคราะห์ ซึ่งมีความคลาดเคลื่อนของการโก่งตัว 

( 3 4/cw E h w qa= ) อยู่ในช่วง 0.14-0.25%

Table 3 Comparison of non-dimensional deflections at the center of a thick plate

2. แผ่นพื้นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสวางบนฐานรากยืดหยุ่น

     ต่อมาจะทำาการวิเคราะห์แผ่นพื้นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด a x a = 4x4 ม. ที่วางบนฐานรากยืดหยุ่น 

(K =1,3) และมีฐานรองรับธรรมดาแบบแข็งที่ถูกแรงแบบกระจายสม่ำาเสมอกระทำาเท่ากับ q = 5.0x103 

นิวตัน/ตร.ม. โดยกำาหนดให้ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของแผ่นพื้นมีค่าเท่ากับ E = 3.80x1011 นิวตัน/ตร.ม. ในการ

วิเคราะห์นี้จะใช้จำานวนเอลิเมนต์ขอบเขต N = 400 และจำานวนโหนดภายในโดเมนเท่ากับ M = 441 ค่าที่

คำานวณได้จะนำาไปเปรียบเทียบกับคำาตอบแม่นตรง (Exact solution) จากงานวิจัยที่ [1] ซึ่งแสดงได้ดัง

Table 4 จากผลการวิเคราะห์จะเห็นว่าความคลาดเคลื่อนของการโก่งตัว ( 4/w Dw qa= ) มีค่าอยู่ในช่วง 

0.025-0.324% และความคลาดเคลื่อนของโมเมนต์ดัด ( 2/xx xxM M qa= ) มีค่าอยู่ในช่วง 0.130-0.249% 

ซึ่งแสดงให้เห็นถึงความถูกต้องที่สูงของวิธีที่นำาเสนอในงานวิจัยนี้ในทุกค่าของอัตราส่วน h / a
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Table 4 Comparison of deflections and bending moments at the center of a thick plate

3. แผ่นพื้นรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าวางและไม่วางบนฐานรากยืดหยุ่น

     ในหัวข้อนี้จะทำาการวิเคราะห์แผ่นพื้น FGMs รูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าขนาด a x b = 1x3 ม. ที่มีความหนา 

h = 0.1 ม. ทั้งที่วางบนฐานรากยืดหยุ่น ( K =100 ) และไม่วางบนฐานรากยืดหยุ่น ( K=0 ) ซึ่งแผ่นพื้น

มีเงื่อนไขฐานรองรับธรรมดาแบบแข็งและถูกแรงกระทำาแบบกระจายสม่ำาเสมอเท่ากับ q = 5.0x103 นิวตัน/

ตร.ม. กำาหนดให้โมดูลัสยืดหยุ่นของโลหะและเซรามิกมีค่าเท่ากับ Em = 7.0x1010 นิวตัน/ตร.ม.และ Em = 

3.80x1011 นิวตัน/ตร.ม. ตามลำาดับ ในการวิเคราะห์นี้จะใช้จำานวนเอลิเมนต์ขอบเขตเท่ากับ  N = 400 และ

จำานวนโหนดภายในโดเมนเท่ากับ M = 441 

      Table 5 แสดงผลการวิเคราะห์ที่คำานวณได้เปรียบเทียบกับผลของงานวิจัยที่ [11] ซึ่งใช้ higher order 

shear deformation theory ในการคำานวณ จากผลดังกล่าวพบว่าผลการคำานวณที่ได้จากงานวิจัยนี้มีความ

สอดคล้องกับงานวิจัยที่ [11] โดยมีผลความแตกต่างมีค่าอยู่ในช่วง 0.390-2.740%
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3) การศึกษาพฤติกรรมของแผ่นพื้นวางบนฐานรากยืดหยุ่นโดยมีเงื่อนไขฐานรองรับแบบต่าง ๆ

    ในหัวข้อน้ีจะเป็นการศึกษาพฤติกรรมของแผ่นพ้ืน FGMs วางบนฐานรากยืดหยุ่น โดยจะให้ฐาน

รองรับมีลักษณะที่แตกต่างกันซึ่งแบ่งออกเป็นทั้งหมด 6 กรณี ได้แก่ 1. ฐานรองรับธรรมดาแบบแข็ง (SSSS) 

2. ฐานรองรับแบบยึดแน่น (CCCC) 3. ฐานรองรับแบบผสมระหว่างยึดแน่นกับฐานรองรับแบบอิสระ (CFCF) 

4. ฐานรองรบัแบบผสมระหวา่งฐานรองรบัธรรมดาแบบแขง็กบัฐานรองรบัแบบยดึแนน่ (SCSC) 5. ฐานรองรบั

แบบ Elastic support และ 6. ฐานรองรับแบบ Elastic restraint กำาหนดให้แผ่นพื้นเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส

ขนาด a x a = 1x1 ม. มีความหนา h = 0.15 ม. และถูกแรงกระทำาแบบกระจายสม่ำาเสมอเท่ากับ q = 

5.0x103 นิวตัน/ตร.ม. ในการวิเคราะห์นี้จะใช้จำานวนเอลิเมนต์ขอบเขต N = 400 และโหนดภายในโดเมน 

M = 441 ส่วนค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของโลหะและเซรามิกมีค่าเท่ากับ Em = 7.0x1010 นิวตัน/ตร.ม. และ Ec = 

3.80x1011 นิวตัน/ตร.ม. ตามลำาดับ 

     Table 6-9 แสดงค่าการโก่งตัวและโมเมนต์ดัดที่ตำาแหน่งกึ่งกลางแผ่นพื้นสำาหรับฐานรองรับกรณีที่ 1 

ถึง 4 ตามลำาดับ ผลการวิเคราะห์ดังกล่าวสามารถใช้เป็นค่าอ้างอิงสำาหรับเปรียบเทียบการตรวจสอบความถูก

ต้องของงานวิจัยอื่นในอนาคตสำาหรับแผ่นพื้นที่มีฐานรองรับแบบต่าง ๆ และยังแสดงให้เห็นถึงข้อดีของวิธีที่

นำาเสนอในงานวิจัยนี้ในการวิเคราะห์ฐานรองรับที่มีความหลากหลายซับซ้อนได้อย่างมีประสิทธิภาพ

Table 5 Comparison of non-dimensional deflections at the center of a thick plate
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Table 6 Deflections and bending moments for a thick plate with hard type simple support 

(SSSS)

Table 7 Deflections and bending moments for a thick plate with clamped support (CCCC)
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Table 8 Deflections and bending moment for a thick plate with cfcf support 

Table 9 Deflections and bending moments for a thick plate with scsc support
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Table 10 และ Table 11 แสดงผลการคำานวณการโก่งตัวและโมเมนต์ดัดที่ตำาแหน่งก่ึงกลางของแผ่นพื้น

สำาหรับกรณีที่ 5 ซึ่งเป็นฐานรองรับแบบ Elastic restraint และวางบนฐานรากยืดหยุ่นที่มีค่าโมดูลัสยืดหยุ่น

ของฐานรากเท่ากับ K=1  และ  K=3 ตามลำาดับ จากผลการวิเคราะห์เมื่อค่าความแข็งเกร็งต่อการหมุนมี

ค่าเป็นศูนย์ (kr= 0) พฤติกรรมของแผ่นพื้นจะเป็นแผ่นพื้นที่มีฐานรองรับธรรมดาแบบแข็ง ในทางกลับกัน

หากค่าความแข็งเกร็งต่อการหมุนมีค่าเข้าใกล้ค่าอนันต์ ( rk →∞ ) พฤติกรรมของแผ่นพื้นจะเป็นแผ่นพื้นที่

มีฐานรองรับแบบยึดแน่น 

Table 10 Non-dimensional deflections and bending moments at the center of a thick plate 

with elastic restraint support when  K=1

Table 11 Non-dimensional deflections and bending moments at the center of a thick plate 

with elastic restraint support when K=3

     Table 12 และ Table 13 แสดงผลการวิเคราะห์การโก่งตัวและโมเมนต์ดัดที่กึ่งกลางแผ่นพื้นที่วางบน

ฐานรากท่ีมีคา่โมดลูสัของฐานรากเทา่กับ K=1  และ K=3 ตามลำาดับ และมฐีานรองรับกรณีที ่6 ซึง่เปน็ฐาน

รองรับแบบ Elastic support สองด้านตรงกันข้าม ส่วนอีกสองด้านที่เหลือกำาหนดให้เป็นฐานรองรับแบบยึด

แน่น จากผลการวิเคราะห์เมื่อค่าความแข็งเกร็งต่อการเคลื่อนที่มีค่าเท่ากับศูนย์ ( Ks=0 ) ค่าการโก่งตัวและ

โมเมนตด์ดัของแผน่พืน้จะมพีฤตกิรรมเปน็แผน่พืน้ทีม่ฐีานรองรบัแบบอสิระ 2 ดา้นและยดึแนน่ 2 ดา้นและหาก
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ค่าความแข็งเกร็งต่อการเคลื่อนที่มีค่าเข้าใกล้ค่าอนันต์ ( sk →∞ ) พฤติกรรมของแผ่นพื้นจะเป็นแผ่นพื้นที่มี

ฐานรองรับธรรมดาแบบอ่อน 2 ด้านและแบบยึดแน่น 2 ด้าน จากผลการวิเคราะห์ดัง Table 10-13 แสดงให้

เหน็ถงึประสทิธภิาพของวิธกีารวเิคราะหท์ีน่ำาเสนอนี ้ซ่ึงสามารถศกึษาพฤติกรรมของแผน่พ้ืนท่ีมีพฤติกรรมของ

ฐานรองรับที่อยู่ระหว่างฐานรองรับแบบธรรมดากับฐานรองแบบยึดแน่น (กรณีที่ 5 ฐานรองรับแบบ Elastic 

Restraint) และระหว่างฐานรองรับแบบธรรมดากับฐานรองรับแบบอิสระ (กรณีที่ 6 ฐานรองรับแบบ Elastic 

Support)    

Table 12 Non-dimensional deflections and bending moments at the center of a thick plate 

with elastic support when  K=1

Table 13 Non-dimensional deflections and bending moments at the center of a thick plate 

with elastic support when  K=3



Boontos et al. (2025). “Bending Analysis of...,”                                      Science and Engineering Connect 48 (1), pp. 22-52

47

4) การศึกษาโมดูลัสยืดหยุ่นของแผ่นพื้น FGMs โดยใช้สมการรูปแบบอื่น

     ในหัวข้อนี้จะพิจารณาแผ่นพื้น FGMs รูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ใช้สมการโมดูลัสยืดหยุ่นตามแบบจำาลองของ 

Mori – Tanaka Homogenization แสดงได้ดังสมการที่ (54) 
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Figure 6 แสดงความสัมพันธ์ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของแผ่นพื้นตลอดความหนาตามแบบจำาลองของ 

Mori – Tanaka Homogenization 

    ในการวิเคราะห์แผ่นพื้นจะกำาหนดให้แผ่นพื้นมีขนาด a x b = 1x3 ม. มีความหนาเท่ากับ

h = 0.1 ม. มีเงื่อนไขขอบเขตของฐานรองรับธรรมดาแบบแข็ง ใช้จำานวนเอลิเมนต์ขอบเขตเท่ากับ

N = 400 และจำานวนโหนดภายในโดเมน  M = 441 โดยกำาหนดให้โมดูลัสยืดหยุ่นของโลหะและเซรา

มิกมีค่าเท่ากับ Em = 7.0 1010 นิวตัน/ตร.ม. และ Ec = 3.80 1011 นิวตัน/ตร.ม. ตามลำาดับ แผ่นพื้น

ถูกแรงกระทำากระจายสม่ำาเสมอเท่ากับ q = 5.0 103 นิวตัน/ตร.ม. และพิจารณาแผ่นพ้ืนทั้งที่วางบน

ฐานรากยืดหยุ่น (K = 100) และไม่วางบนฐานรากยืดหยุ่น (K = 0) Table 14 แสดงค่าการโก่งตัวที่

(54)
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กึ่งกลางแผ่นพื้นและเปรียบเทียบกับงานวิจัยที่ [11] จากผลการวิเคราะห์พบว่ามีความคลาดเคลื่อนของ

การโก่งตัวในอยู่ในช่วง 0.004-0.065% ซึ่งแสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพของวิธีที่นำาเสนอในงานวิจัยนี้

Table 14 Comparison of deflections at the center of a thick plate with hard type simple 

support

5) การประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์กับแผ่นพื้นที่มีรูปร่างซับซ้อน

     ในการศึกษานี้จะทำาการวิเคราะห์แผ่นพื้น FGMs ที่มีรูปร่างซับซ้อนแสดงดัง Figure 7 โดยแผ่นพื้นมี

ความหนา 6 ซม. มีเงื่อนไขฐานรองรับธรรมดาแบบแข็ง ส่วนค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของโลหะและเซรามิกเท่ากับ

Em = 7.0 1010  นิวตัน/ตร.ม. และ Ec = 3.80 1011  นิวตัน/ตร.ม. ตามลำาดับ อัตราส่วนปัวซองเท่ากับ v  = 

0.3 และถูกแรงกระทำาแบบกระจายสม่ำาเสมอเท่ากับ q =  5.0 103  นิวตัน/ตร.ม. กำาหนดให้แผ่นพื้นวางบน

ฐานรากยืดหยุ่นที่มีค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของฐานรากเท่ากับ K=1  และ K=3 Table 15 แสดงค่าการโก่งตัว

และโมเมนตด์ดัทีต่ำาแหนง่ (29.30, 20.95) ซึง่ผลการวิเคราะห์ดังกล่าวสามารถใชเ้ปน็คา่อา้งองิสำาหรับเปรียบ

เทยีบตรวจสอบความถกูต้องของงานวิจัยอื่นในอนาคตและแสดงใหเ้ห็นถึงขอ้ดีของวิธีที่นำาเสนอในงานวิจัยนี้

ที่สามารถวิเคราะห์แผ่นพื้นที่มีรูปร่างซับซ้อนได้อย่างมีประสิทธิภาพ
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Figure 7 FGMs plate with the complex shape and boundary condition

Table 15 Non-dimensional deflections and bending moments at the center of a thick plate 
on an elastic foundation



Boontos et al. (2025). “Bending Analysis of...,”                                      Science and Engineering Connect 48 (1), pp. 22-52

50

Conclusions 
     งานวิจัยนี้ได้พัฒนาวิธีบาวดารีเอลิเมนต์โดยใช้ร่วมกับสมการแอนะล็อกเพื่อวิเคราะห์ปัญหาการดัดของ

แผ่นพื้น FGMs วางบนฐานรากยืดหยุ่นและแบ่งการศึกษาออกเป็น 5 ประเด็นดังนี้

    1. การวิเคราะห์การลู่เข้าของคำาตอบจากจำานวนโหนดภายในโดเมน จากการศึกษาพบว่าเมื่อจำานวน

โหนดภายในโดเมนเพิ่มขึ้นส่งผลให้ความคลาดเคลื่อนของคำาตอบมีค่าลดลงเมื่อเทียบกับการใช้จำานวนโหนด

ภายในโดเมนที่น้อย

       2. การตรวจสอบความถกูตอ้งของการวเิคราะหก์บังานวจิยัอืน่ จากการศึกษาสามารถสรปุไดว้า่ผลการ

คำานวณจากวิธีบาวดารีเอลิเมนต์เมื่อเทียบกับวิธีเชิงวิเคราะห์จากงานวิจัยอื่นที่มีปัญหาและเง่ือนไขขอบเขต

ของปัญหาเหมือนกันพบว่ามีค่าความคลาดคลื่อนน้อยมาก โดยมีค่าอยู่ในช่วง 0.025-0.249% แสดงให้เห็น

ว่าการวิเคราะห์ด้วยวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ของงานวิจัยนี้มีความถูกต้องแม่นยำาสูง

    3. การศึกษาพฤติกรรมแผ่นพื้นวางบนฐานรากยืดหยุ่นและเงื่อนไขฐานรองรับแบบต่าง ๆ จากการ

วิเคราะห์พบว่าเมื่อค่าความแข็งเกร็งต่อการหมุนมีค่าเป็นศูนย์ (kr=0) พฤติกรรมของฐานรองรับจะเป็นฐาน

รองรับธรรมดาแบบแข็ง แต่ถ้าค่าความแข็งเกร็งต่อการหมุนมีค่าเข้าใกล้ค่าอนันต์ ( rk →∞ ) พฤติกรรมของ

ฐานรองรบัจะเปน็ฐานรองรบัแบบยดึแนน่ และเมือ่คา่ความแขง็เกรง็ตอ่การเคลือ่นทีม่คีา่เทา่กบัศนูย ์(ks=0) 

ฐานรองรับจะมพีฤติกรรมเปน็ฐานรองรบัแบบอสิระและหากคา่ความแขง็เกรง็ตอ่การเคลือ่นทีม่คีา่เขา้ใกลค้า่

อนันต์ ( sk →∞ ) พฤติกรรมของฐานรองรับจะเป็นฐานรองรับธรรมดาแบบอ่อน

      4. การศกึษาโมดลูสัของแผน่พืน้ FGMs โดยการใชแ้บบจำาลองของ Mori – Tanaka Homogenization 

เมื่อใชว้ิธบีาวดารเีอลิเมนต์วเิคราะหแ์ผน่พืน้ FGMs วางบนฐานรากยดืหยุ่นยังคงใหผ้ลการคำานวณทีใ่กลเ้คยีง

สอดคล้องกับงานวิจัยอื่น [11] ที่นำามาเปรียบเทียบ

     5. การศึกษาการประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์กับแผ่นพื้นที่มีรูปร่างซับซ้อน ผลการศึกษานี้ได้แสดง

ค่าการโก่งตัวและโมเมนต์ดัด ซึ่งแสดงให้เห็นถึงข้อดีและประสิทธิภาพของวิธีที่นำาเสนอนี้ ในขณะที่งานวิจัย

ที่ผ่านมาได้ใช้วิธีเชิงวิเคราะห์จะไม่สามารถวิเคราะห์กรณีแผ่นพื้นที่มีรูปร่างซับซ้อนได้
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